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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Huberta Grzebuty

Funkcje poliharmoniczne na euklidesowych
kulach obréconych

Wstep. Funkcje harmoniczne czyli rozwiazania operatora Laplace’a sa podstawo-
wymi obiektami badanymi w teorii eliptycznych rownan rozniczkowych czastkowych. Ich
wlasnosci sa dobrze znane. Mniej znane sa wlasnosci funkeji poliharmonicznych czyli
rozwiazan iteracji operatora Laplace’a. Tym nie mniej byly one badane przez wielu
znanvch matematykow, m. in. przez Aronszajna, Creese, Lipkina. Begehra, Wanga,
Gazzole, Grunau, Sweersa i innych. W wiekszosci prac funkcje poliharmoniczne badane
sa w dziedzinie rzeczywistej. Przykladowo zagadnienie Dirichleta polega na znalezie-
niu funkeji poliharmonicznej w obszarze @ C R", dla ktorej wartosci funkeji na brzegu
obszaru zadane sa przez iteracje operatora Laplace’a. Tego tvpu zagadnieniom jest po-
$wiecona monografia Gazzoli, Grunau i Sweersa Polyharmonic boundary value problems.
W swojej pracy doktorskiej Hubert Grzebula w badaniach funkcji poliharmonicznych
wychodzi z przestrzeni rzeczywistej do zespolonej. Wryjscie w badaniach funkcji poli-
harmonicznych do przestrzeni zespolonej jest naturalne gdvz wiadomo. ze funkcje po-
liharmoniczne w € sa funkcjami rzeczywisto-analitveznyvmi. a wiec przediuzaja si¢ do
funkciji holomorficznych w zespolonym otoczeniu U zbioru . W szczegolnosci zagad-
nienie Dirichleta polega teraz na znalezieniu funkeji poliharmonicznej w €2 takiej, ze jej
przediuzenie holomorficzne przvjmuje zadane wartosci na zespolonych obrotach brzegu
zbioru €. Badanie tego typu zagadnienia zostalo zaproponowane przez autora niniejszej
recenzji na seminariach w Instytucie Matematycznym PAN 1 na Politechnice Warszaw-
skiej w roku 2015. Badania te zostaly podjete przez H. Grzebule i S. Michalika w arty-
kule A Dirichlet type problem for complexr polyharmonic functions, kontynuowane w ich
artykule Spherical polyharmonics and Poisson kernels for polyharmonic functions oraz
w artvkule G. Grzebuly The polyharmonic Bergman space for the union of rotated wunit
balls. Te trzy artykuly stanowia baze recenzowanej rozprawy doktorskiej. Z oswiadczen
Huberta Grzebuly i jego promotora Stawomira Michalika wynika. ze wktad doktoranta
w powstanie pierwszego z tych artykulow wynosi 70%. natomiast drugiego 50%.



Omoéwienie rozprawy. Rozprawa rozpoczyna sie Wstepem. w ktorym omowiona
jest motywacja prowadzonych badan i przedstawione sa glowne rezultaty.

Rozdzial pierwszy zawiera przypomnienie podstawowych informacji dotyczacych funk-
¢ji harmonicznych i poliharmonicznych oraz pojecie sfery i kuli Liego. W Przykladzie 1.1
Autor wykazuje, ze sfera Liego nie jest calym brzegiem kuli Liego. Nastepnie za mono-
grafia [1| przytoczony jest dowod rozwinigcia Almansiego funkeji poliharmonicznej w kuli
jednostkowej. W Lemacie 1.1 Autor wykazuje, ze funkcja poliharmoniczna na kuli jed-
nostkowej przedtuza sie na kule obrocone, a nastepnie zauwaza. ze jest to konsekwencja
twierdzenia Siciaka z pracy [26] o rozszerzeniu funkcji harmonicznej w kuli do kuli Liego.
Warto w tvm miejscu zauwazv¢é, ze twierdzenie to zostalo wezesnie] anonsowane przez
N. Aronszajna w pracy Preliminary notes for the talk .Traces of analytic solutions of the
heat equation”. Proceedings of the Colloquium on Linear Partial Differential Equations.
Paris, 1973, pp. 5-34, a dowod ukazal sie w jego pracy General Cauchy Formulas in C".
Seminaire Equations aux dérivées partielles (Polytechnique) (1975-1976). exp. no 25,
p. 1-28.

Glownyvm wynikiem Rozdzialu drugiego jest Twierdzenie 2.1, w ktorym podany jest
wzOr na rozwiazanie problemu Dirichleta dla iteracji operatora Laplace’a na kuli jed-
nostkowej z danymi na uktadzie obroconych sfer. Dowod tego twierdzenia polega na
sprowadzeniu problemu do ukladu probleméw Dirichleta dla laplacjamu z danymi na
obroconveh sferach. W tym celu w Lemacie 2.1 zostala podana wygodna forma rozwi-
niecia Almansiego. Z oswiadczenia H. Grzebuly wynika. ze jest wynik uzyskany przez
niego samodzielnie. W Przykladach 2.2 1 2.3 Autor rozwiazuje konkretny problem
Dirichleta dla bilaplacjanu dwoma metodami, raz szukajac rozwiazania w postaci szeregu
Fouriera, a drugi w oparciu o Twierdzenie 2.1. Ten drugi sposob wymagal przeprowadze-
nie do$¢ zmudnych rachunkow, lecz nie wszystkie z nich zostaly zamieszczone w pracy.
7 Twierdzenia 2.1 Autor wyprowadza, we Wniosku 2.2. wlasnos$¢ wartosci Sredniej dla
funkeji poliharmonicznych (uzyskana wezesniej innvmi metodami przez G. Lysika w [15]
i S. Michalika w [18]) oraz, we Wniosku 2.3, wzor na rozwiazanie zewnetrznego zagad-
nienia Dirichleta.

Rozdzial trzeci poswiecony jest badaniu jednorodnvch wielomianow poliharmonicz-
nych. poliharmonik sferveznych i strefowych (angielska nazwa zonal). Nastepnie wy-
prowadzony jest wzor na poliharmoniczne jadro Poissona dla sumy obroconych kul,
Twierdzenie 3.4, i badane sa jego wlasnosci, Stwierdzenie 3.11. a takze zastosowanie do
rozwiazania problemu Dirichleta, Twierdzenie 3.5. Wykazane jest takze, ze ciag funkcji
poliharmonicznych zbiezny niemal jednostajne na sumie obroconych kul jest zbiezny do
funkcji poliharmonicznej. Rozdzial koricza wyrazenia poliharmonicznego jadra Poissona
i poliharmonik strefowvch w terminach wielomianow Gegenbauera. Stwierdzenie 3.14
i Twierdzenie 3.6, i wielomianow Legendre’a, strona 66. Z oswiadczenia Autora wynika.
ze jego samodzielny wklad polegal na: uogoélnieniu pojecia biharmonic na poliharmoniki
sfervezne i wyprowadzeniu ich wlasnosci; wyrazeniu poliharmonik strefowych w termi-
nach harmonik strefowvch; wyprowadzeniu wzoru na poliharmoniczne jadro Poissona



i podaniu jego wlasnosci; wyprowadzeniu jawnego wzory na poliharmoniki strefowe.
Teoria prezentowana w tym rozdziale jest przeniesieniem teoril z Rozdzialu 5 monografii
Harmonic Function Theory Axlera, Bourdona i Ramey'a na funkcje poliharmoniczne.

7 kolei Rozdzial czwarty rozprawy jest przeniesieniem rozdzialu 6smego wyzej wy-
mienionej monografii. Na poczatku rozdzialu wprowadzona jest przestrzen Bergmana
funkeji poliharmonicznych na sumie obroconych kul calkowalnych z kwadratem. Po-
niewaz jest to przestrzen Hilberta, wiec mozna zdefiniowa¢ poliharmoniczne jadro Berg-
mana, ktorego wlasnosci Autor opisuje w Stwierdzeniu 4.3. Nastepnie w Twierdzeniu 4.1
poliharmoniczne jadro Bergmana jest wyrazone w terminach poliharmonik strefowych.
w Twierdzeniu 4.1 podany jest jego jawny wzor, a w Twierdzeniu 4.3 jego zwiazki z har-
monicznyin jadrem Bergmana i harmonicznym jadrem Poissona. W ostatnim podroz-
dziale. badane jest wazone poliharmoniczne jadro Bergmana z waga |- |*(1 —|-[)” gdzie
a > —n. 7 > —1. Rozwazanie takiej wagi jest motywowane praca Tanaki [28]. W Twier-
dzeniu 4.4 podany jest wzor na wazone poliharmoniczne jadro Bergmana w terminach
poliharmonik strefowych, a w Twierdzeniu 4.5 w terminach poliharmonicznego jadra
Poissona przy uzyciu pochodnych utamkowych.

Rozdzial piaty rozprawy poswiecony jest funkcjom holomorficznym na kuli Liego.
W Stwierdzeniu 5.2 wykazane jest, ze jadro Cauchy-Hua jest granica poliharmonicznych
jader Poissona. Natomiast Twierdzenie 5.11 jego dowod podaje metode konstrukeji ciagu
funkcji poliharmonicznych na kuli Liego przyblizajacvch dana funkcje holomorficzna
na tejze kuli. Jako wniosek wyprowadzona jest wlasnos¢ wartosci sredniej dla funkcji
analitveznych (otrzyvmana wezesniej w pracy [15] jako wniosek ze wzorow Pizzettiego).

Rozprawe konczy rozdzial Uwagi koncowe, w ktorvm sformulowane sa pewne pytania.
problemy i hipotezy badawcze.

Uwagi redakcyjne.
W wielu wzorach brakuje informacji dla jakich argumentow dane funkcje sa okreslone.
W wierszu 10y, powinno by¢ [18| zamiast [21].
Przyv wyprowadzeniu wzoru (1.2) brak jest wzoru na A(p
W polowie strony 23 Autor pisze wykonujgc odpowiedni rachunek zamiast po prostu
dzielac przez 1/(2k)".
Dobrze byloby podaé motywacje wzoru (2.8).
Wzor (2.11) wyraza wlasnosci pierwiastkow z jedynki.
Wiersz 32. We wzorze (2.3) jest SP_ anie > h_, 7
Wiersze 34' i 35'. Lepiej byloby poda¢ te rachunki.
Wiersz 49°. Jesli v jest wielokrotnoscia p, to mamy %
W Definicji 3.5 powinno sie doda¢ .0 ile calka istnieje”.
W wierszu 469, n ma dwa roézne znaczenia.
Wiersz 66%. We wzorze powinno by¢ |z]|™[C]™.
Wiersz 68'1. ... dla u € Axn(B) N L*(B).
Stwierdzenie 4.4. ... u € HE, v € H.
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Konkluzja. W mojej opinii praca doktorska mgr. Huberta Grzebuly stanowi ustotny
wktad do teorii poliharmonicznych w dziedzinie zespolonej. Autor wykazat szerokq wiedze
i umiejetnosci w badaniu rozwazanych problemow. Przedstawione w ostatnim rozdziale
otwarte pvtania i problemy dobrze rokujg na jego dalsza dzialalnos¢ badawcza.

Uwazam, ze rozprawa doktorska mgr. Huberta Grzebuly spetnia ustawowe 1 zwycza-
jowe wyvmagania stawiane rozprawa doktorskim, w szczegolnosci: rozprawa prezentuje
ogolna wiedze teoretvezna kandyvdata w dyscyplinie matematyka oraz umiejetnosc sa-
modzielnego prowadzenia pracy naukowej jej autora, do rozprawy doktorskiej dotaczone
sa streszczenia w jezvku polskim i angielskim. Mgr Hubert Grzebula posiada w do-
robku 3 artvkuly naukowe opublikowane w czasopismach naukowyvch ujetyvch w wykazie
Ministerstwa.

Wobec powyzszego wnioskuje o dopuszczenie mgr. Huberta Grzebuly do dalszych
etapow przewodu doktorskiego.
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