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Recenzja rozprawy doktorskiej

Rozwiazania formalne i analityczne ré6wnan
moment-rézniczkowych czastkowych

autorstwa pani magister Marii Suwiriskies

Pani magister Maria Suwiriska jest absolwentks Uniwersytetu Kardynala Stefana Wy-
szynskiego w Warszawie i swoja prace magisterska Rozwiniecia hiperasymptotyczne dla
rozwiqzarn réownania przewodnictwa cieplnego obronita pod opieka dr hab. Slawomira
Michalika w 2017 roku. Nastepnie zostata stuchaczks studiéw doktoranckich na ma-
cierzystej uczelni, ktérych zwienczeniem jest zlozona do oceny rozprawa doktorska
Rozwigzania formalne i analityczne réownari moment-réziniczkowych czqstkowych na-
pisana pod opieka dr hab. Stawomira Michalika. Wartym podkreslenia jest fakt, ze
pani magister Maria Suwiriska ma juz calkiem spory dorobek naukowy: 6 publikacji w
niezltych czasopismach naukowych oraz kilka odczytéw na miedzynarodowych konferen-
cjach naukowych. Przejde do omdwienia rozprawy doktorskiej. Rozprawa ta sklada
sie z trzech rozdzialéw wprowadzajacych czytelnika w analizowane dalej problemy,
trzech rozdzialéw zasadniczych, w ktérych rozwazane sg rownania moment-rézniczkowe
czastkowe oraz z rozdzialu prezentujacego otwarte jeszcze problemy i kierunki dalszych
badan. Caloéé konczy sie rozdzialem, ktéry mozna nazwaé dodatkiem zawierajgcym
kilka technicznych wynikéw wykorzystywanych w rozprawie.

Rozdzial pierwszy wprowadza klasy szeregéw formalnych o wartosciach w przestrzeni
Banacha E. 7 dalszej czesci rozprawy wynika, ze F jest nad cialem liczb zespolonych.
Ponadto wprowadza sie pojecia sektoréw i obszaréw sektorowych, ktére odgrywaja fun-
damentalng role w rozprawie. Troche dziwna jest Definicja 1.2, w ktérej pojawia sie
majoranta szeregu formalnego. To co dziwi czytelnika to sumy skonczone uzyte w tej
definicji. Przypuszeczam jednak, ze to tylko literéwka.

Rozdziat drugi wprowadza funkcje jadrowe e i E oraz zwiazana z nimi funkcje mo-
mentéw m rzedu k > 1/2 a nastepnie rzedu k > 0. Najbardziej znang tréjka funk-
cji e,m, E to e(z) = e %, m(u) = I'(1 + u) oraz E(z) = E(z), gdzie E to funkcja
Mittag-Leflera. Ponadto pojawia sie tez definicja silnych funkcji jadrowych i regular-
nych funkcji momentéw. Dalej rozdzial ten wprowadza kolejne kluczowe pojecia wy-



korzystywane w rozprawie m-transformate Laplace’a (uogdlnienie znanej transformaty
Laplace’a) 1 m-transformate Borela bedaca odwrotnoscia m-transfromaty Laplace’a.
Bardzo waznym w rozprawie jest rozszerzenie dzialania tych transformat na szeregi for-
malne. Dziatanie obu transformat na szeregach formalnych sprowadza si¢ do mnozenia
lub dzielenia wspdlczynnikéw szeregu przez wyrazy ciagu momentéw m(n). Zatem obie
transformaty sa dobrym narzedziem do badania szeregdw formalnych. Nastepny wazny
krok to wprowadzenie operatoréw m-rézniczkowych przy ustalonym ciggu momentéw.
Definicja formalna jest wprowadzona w klasie szeregéw formalnych i nasladuje dziatanie
operatora pochodnej na szeregu potegowym, to znaczy
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Bardzo podobnie definiuje sie operator 8;%2. Waznym spostrzezeniem jest fakt, ze gdy
m(n) = T(1 + n) to operator O, jest zwyklym rézniczkowaniem. Natomiast gdy
m(n) = I'(1+ sn) gdzie s > 0 to operator Oy, , jest pochodna utamkows Caputo, ktérej
uzywa sie w wielu modelach fizyki matematyczne] przy opisie zjawisk nielokalnych.

Rozdzial trzeci wprowadza kolejne kluczowe w rozprawie pojecie rzedu Gevrey’a sze-
regu formalnego. Definicja odnosi sie do tranfsormaty Borela szeregu formalnego, ale
z udowodnionych wilasnosci jest ona réwnowazna nastepujacemu oszacowaniu wyrazu
ogolnego szeregu
Je,B>0 Vnen lunlle < BCI'(1 + sn)

i wtedy liczba s jest rzedem Gevrey’a szeregu formalnego > oo u,2". Rozdzial ten
wprowadza tez klase szeregéw formalnych bedacych rozwinieciami asmptotycznymi
funkeji holomorficznych na pewnym' obszarze sektorowym o wartosciach w E. Ana-
lizowane sa takze wlasnoéci operatora J przyporzadkujacego funkeji holomorficznej f
jej rozwiniecie asymptotyczne. Okazuje sie , ze operator ten nie jest réznowartosciowy.
Dalej w rozdziale tym pojawia sie pojecie rozwiniecia asymptotycznego rzedu Gevrey’a
s funkeji holomorficznej. Okazuje sie, ze teraz operator, ktéry funkeji holomorficz-
nej posiadajacej rozwiniecie asymptotyczne rzedu Gevrey’a s jej rozwinigcie asymp-
totyczne jest juz réznowartosciowe gdy dodatkowo kat rozwarcia obszaru sektorowego
jest wiekszy niz sm (Lemat Watsona). Rozdzial ten konczy wprowadzenie pojecia k-
sumowalnogci w kierunku d szeregu formalnego. Mowiac krétko musi wtedy istnie¢
funkcja holomorficzna w obszarze sektorowym Gg(a), gdzie a > 7, taka ze rozwazany
szereg formalny jest rozwinieciem asymptotycznym Gevrey’a rzedu % funkcji f.

Przejde teraz do oméwienia zasadniczych rozdzialéw rozprawy.

Rozdzial czwarty wprowadza dla operatora m-rézniczkowego czastkowego
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pojecie diagramu Newtona. Jest to geometryczna metoda znalezienia wielkosci, ktora
poOZniej stuzy jako rzad Gevrey’a rozwigzania formalnego réwnania z opisanym opera-



torem. Zasadnicza czescia tego rozdziatu jest analiza operatora postaci
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gdzie indeksy w rozwazanej sumie przebiegaja zbidr skofczony i wspdtczynniki a; . sa
holomorficzne w pewnym otoczeniu zera. Po wyznaczeniu wielkosci opisanej w diagra-
mie Newtona rozwazanego operatora praca analizuje zagadnienie Cauchy’ego postaci

OM wu(t,2) + Y ajal(t)B 0% ult,2) = f(t,2),
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dlaj € [0,M) 07, u(0,2) = @;(z).

Warto podkreslié, ze rozwazany problem jest liniowy. Zaklada sie, ze ¢; sa holo-
morficzne w otoczeniu zera oraz f i wspodlezynniki w réwnaniu sa szeregami formal-
nymi zmiennej ¢ rzedu Geverey’a kil, gdzie liczba k; pochodzi z diagramu Newtona
rozwazanego operatora. Dodatkowo zaklada sie, ze ordi(a;) > max{0,j + 1 — M}.
Gléwny wynik tego rozdziatu to Twierdzenie 4.1, ktére méwi, ze rozwigzanie formalne
rozwazanego problemu jest rzedu Gevrey’a i wzgledem zmiennej t. To co troche za-
stanawia czytelnika, zwlaszcza takiego, ktéry nie pracuje na co dzien w tej tematyce, to
brak definicji co to jest rozwiazanie formalne rozwazanego zagadnienia. Jednakze juz z
dowodu przytoczonego twierdzenia wynika, ze powstaje ono przez wstawienie szeregu
formalnego do réwnania i poprzez procedure poréwnania wspélezynnikéw przy jed-
nakowych potegach t znalezienie wspdlczynnikéw poszukiwanego szeregu. Oczywiscie
uzyskany w ten sposéb szereg jest tylko formalny. Waznym do odnotowania jest fakt, ze
badanie rozwazanego problemu mozna poprzez zastosowanie odpowiednich fransformat

Borela sprowadzié do problemu, gdzie funkcje momentéw m; sa zastapione przez Iy,
gdzie g; to rzad m;.
Rozdzial piaty analizuje podobny problem do tego z rozdzialu poprzedniego
oM u(t,2) + Y ayalt, )0, 0% ult,z) = f(t,2),
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Czyli wspélczynniki a,, zaleza teraz od zmiennych t i z. Ponadto zaktada sie, ze
wszystkie ciagli momentéw m;(n) sa regularne. Gléwny wynik tego rozdzialu jest taki
sam jak w rozdziale poprzednim, chciaz dowdd jest teraz, moim zdaniem, znacznie

trudniejszy.

Rozdzial szésty zawiera w mojej opini najbardziej wartosciowe rezultaty calej rozprawy.
Rozwaza sie w nim dwa zagadnienia. Pierwsze to uogdlniome réwnanie przewodnictwa
ciepla
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Funkcje momentéw my i mo sa rzedow s; 1 8o oraz zaklada sie, ze sop > s3x. Niech
k= 2L —s;. Wtedy gléwny wynik tej czesci rozdziatu méwi, ze rozwiazanie formalne @
rozwazanego zagadnienia jest k-sumowalne w kierunku d wtedy i tylko wtedy gdy taka
whasnoé¢ maja f oraz 9%, i(t,0) dla g € [0,p — 1]. Zatem otrzymujemy warunki, przy
ktérych istnieje rozwigzanie analityczne rozwazanego zagadnienia.

Drugi problem to analiza réwnania
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gdzie sumy sa skoniczone, funkcje momentéw m; sa regularne oraz ciag momentdw ma(n)
jest logarytmicznie wypukly. Gléwny wynik to znalezienie warunkéw, przy ktoérych
rozwiazanie formalne rozwazancgo réwnania jest k-sumowalne w pewnym kierunku d.

Na koniec analizy tekstu rozprawy cheialbym podkredlié, ze wyniki rozdziatu széstego
maja znacznie wieksze znaczenie niz wyniki rozdzialéw 4 i 5. W rozdziale széstym
otrzymuje sic warunki na istnienie analitycznych rozwiazan rozwazanych probleméw, a
w rozdzialach 4 i 5 tylko istnienie rozwiazai formalnych w pewnych klasach Gevrey’a.
Podsumowujac cala rozprawe nalezy podkresli¢, ze jest przejrzyscie napisana i nawet
dla nie specjalistéw daje sie dobrze analizowaé. Pomimo kilku uwag zawartych w mojej
recenzji stwierdzam, ze cala rozprawa doktorska jest napisana na dobrym poziomie o
czym $wiadezy jako$é czasopism naukowych, w ktérych ukazaly sie prace naukowe sta-
nowiace zasadnicza czesé rozprawy.

Podsumowujac cala recenzje uwazam, ze przedstawiona rozprawa doktorska
Rozwiazania formalne i analityczne rownar moment-rézniczkowych czastkowych
autorstwa pani magister Marii Suwinskiej

spelia wszystkie ustawowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim z matematyki
i wnioskuje o dopuszczenie pani magister Marii Suwiriskiej do dalszych etapéw prze-
wodu doktorskiego.
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