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1 Wstepne informacje

Praca pani Marii Suwiniskiej zostala napisana pod kierunkiem pana dr. hab. Slawomira
Michalika. Dotyczy ona problemu sumowalnosci rozwiazai formalnych dla moment-
rézniczkowych réwnan czastkowych.

Tematyka pracy czerpie swoje motywacje z pracy W. Balsera i M. Laday-Richauda
(2009) (pozycja [2] w bibliografii), ktéra dotyczyla analizy sumowalnosci w klasach Ge-
vreya dla rozwiazan réwnan réozniczkowych czastkowych dla operatoréw klasycznych. Au-
torka rozprawy podjela wyzwanie w kierunku uogélnienia badan dotyczacych sumowalnosci
rozwiazan do réwnan moment-rézniczkowych, ktore sa uogdélnicniem klasycznych rownan
czastkowych. Ich definicja zostala wprowadzona przez W. Balsera i M. Yoshino w 2010
roku (pozycja [3] w bibliografii). Badania w tym kierunku sa prowadzone takze przez
promotora rozprawy.

Ze wzgledu na to, ze jest to tematyka raczej nowa, trudno jest ustosunkowac sie
jednoznacznie do motywacji dla operatoréw moment-rézniczkowych od strony praktycz-
nych /inzynierskich zastosowan, natomiast niewatpliwie podjete zagadnienia sa interesujace
od strony teoretycznej, jako ciekawe uogélnienia wynikéw dotyczacych operatoréow klasycz-
nych.

Podjeta tematyka jest zmudna od strony realizacji technicznej. Zakres stosowanych
narzedzi to aparat szeregéw formalnych, teoria funkeji analitycznych, oraz sprawne stoso-
wanie transformat typu Borela i Laplace’a. Trzeba umieé interpretowaé otrzymane wyniki,
sprawnie dobieraé¢ i przeprowadzaé¢ odpowiednie oszacowania. Jest to trudne wyzwanie.
Techniki musza by¢ sprytne, gdyz w wielu sytuacjach nie ma wzorca z innych prac, zatem
wymaga to oryginalnosci przerowadzanych rachunkéw oraz sprytu rachunkowego. Sprawna
technicznie i koncepeyjnie analiza, jest duzym wkladem doktorantki.

Efektem rozprawy jest spéjne przedstawienie teorii sumowalnosci rozwiazan formalnych
dla réwnan moment-rozniczkowych, bazujace na uoglélnieniu wynikéw dla klasycznych
lub moment-rézniczkowch operatorow prostszego typu. Wyniki nowe zawarte w rozprawie
bazuja gléwnie na jednej pracy opublikowanej samodzielnie przez doktorantke, oraz trzech
pracach wspélych z promotorem, lub promotorem oraz matematykiem zagranicznym M.
Lastra.



Wynik rozprawy uwazam za wartosciowy i ciekawy wklad w rozwaj teorii sumowalnosei.

2 Omowienie rozprawy doktorskiej

2.1 Organizacja pracy oraz zrodla

Rozprawa liczy okolo 100 stron i sklada sig¢ ze Wprowadzenia, siedmiu rozdzialéw gtéwnych,
jednego rozdzialu uzupelniajacego, oraz bibliografii liczacej 28 pozycji. Calo$é to konse-
kwentna i spdjna analiza. Prezentacja wynikéw dokonuje si¢ w kilku etapach, ktére z
ogdlnym zarysie przebiegaja nastepujaco:

(a) Omoéwione zostaly potrzebne wlasnosci podstawowych obiektéw uzywanych w pracy:

- funkeji analitycznych, szeregow formalnych, obszarow ich sumowania (Rozdziat 1),

- funkcji jadrowych i funkeji momentéw (Rozdzial 2),

- wlasnosei szeregéw formalnych w tym rzedu Gevreya, rozwinie¢ asymptotycznych dla
funkcji holomorficznych, metod sumowalnosei szeregéw (Rozdzial 3);

(b) Przedstawione zostaly nowe wyniki dotyczace:

- rzedu Gevreya rozwinie¢ formalnych dla réwnan liniowych moment rézniczkowych,
bazujace na pracach [7] i [22] wymienionych ponizej (Rozdziat 4 i 5),

- sumowalnosci w klasach Gevreya rozwiazan réwnan o wspélezynnikach zaleznych je-
dynie od zmiennej zespolonej, w oparciu o prace [7] i [8] wymienione ponizej (Rozdzial
6):

(c) Przedstawione zostaly otwarte problemy i zaproponowane kierunki dalszych badan

(Rozdzial 7).
Wyniki wlaczone do dorobku rozprawy bazuja na:

e jednej pracy samodzielnej

[22] Suwiniska, M., Gevrey estimates of formal solutions for certain moment partial
differential equations with variable coefficients, J. Dyn. Control Syst. 27 (2021), no.
2, 355-370.

e jednej pracy wspolnej wraz z promotorem

[13] Michalik, S., Suwiniska, M., Gevrey estimates for certain moment
partial  differential  equations, 391-408, De Gruyter Proc. Math., 2020,
https://arxiv.org/abs/1812.10698

o dwdch pracach tréj- autorskich, wraz ze wspéltautorem zagranicznym M. Lastra:

[7] Lastra M., Michalik, S., Suwitiska, M., Summability of formal solutions for some
generalized moment partial differential cquations, Results Math. 76 (2021), no. 1,

[8] Lastra M., Michalik, S., Suwinska, M., Summability of formal so-
lutions for a family of generalized moment integro-differential equations,
https:/ /arxiv.org/abs/2012.12323 .
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Duzy wklad Autorki rozprawy jest wlozony w spojne i wyczepujace przedstawienie
wynikéw, wnikliwa i bardzo staranna analize warunkéw koniecznych i dostatecznych w
twierdzeniach, zamieszczonych przykladach i kontrprzykladach, starannym opisie metod
dowodu. Ciekawy jest takze zamykajacy rozdzial dotyczacy mozliwych perspektyw rozwoju
teoril.

Organizacje pracy uwazam za dobrze przemyslana. Wybdr zrédet jest prawidiowy.
Sama praca jest napisana starannie.

2.2 Gléwne wyniki, narzedzia pracy

Rozprawa w sposéb spéjny i konsekwentny odnosi sie do problemu sumowalnosci w
klasach Gevreya rozwiazan formalnych réwnan czastkowych z operatorami moment-
rozniczkowymi. Jest to rodzaj teorii regularnosci dla rozwiazan réwnan w klasach szeregéw
formalnych.

Analiza oszacowan dla formalnych rozwiazan réwnan w klasach Gevreya narodzita sie
stosunkowo niedawno, w pracy W. Balsera oraz M. Laday-Richauda w 2009 roku [2]|. Ba-
dania byly nastepnie rozwijane i uogélniane w pracy W. Balsera i M. Yoshino z 2010 roku
(3], gdzie po raz pierwszy pojawila sie definicja operatora moment-rézniczkowego. Opera-
tory te rozszerzaja definiecje klasycznego rézniczkowania, lecz takze na przyklad pochodnej
utamkowej typu Caputo, zatem pomyst analizy operatoréw moment-rozniczkowych jest do-
brze umotywowany. Obie wymienione prace mozna uznaé za punkt wyjsciowy i motywacje
badan z Rozprawy. 7 dalszych badan, prowadzonych miedzy innymi przez P. Remy, H. Ta-
hara, H. Tahara i H. Yamazawa, M. Miyake i M. Yoshino wynika, ze postawienie problemu
sumowalnosci rozwiazan formalnych réwnan czastkowych w klasach Gevreya jeat bardzo
naturalne. Takie klasy w teorii szeregow formalnych zdaja sie zastepowaé przestrzenie
Sobolewa w klasycznej teorii regularnosci.

Rozdzial 1 omawia podstawowe potrzebne pojecia: funkcje analityczne, szeregi for-
malne, sektory i obszary sektorialne, potrzebne do badan nad sumowalnoscia szeregéow, ze
szczegolnym uwzglednieniem szeregéw o wykladniczym tempie wzrostu.

W rozdziale 2 wprowadzone i analiozwane sa juz bardziej specjalistyczne obiekty: pary
funkeji jadrowych (e, F) i uzalezniajace je funkcje momentéw m(u). Analizowane sa
whasnosci tych funkeji na przyklad ze wzgledu na skalowanie, pokazane sa przykladowe
ich konstrukcje, analizowane sa algebraiczne wlasnosci momentéw konkretnych rzedow.
Analiza tempa wzrostu prowadzi do wyréznienia klasy s-regularnych funkeji momentéw.
Nastepnie badane jest zachowanie takich klas ze wzgledu na mmozenie i dzielenie mo-
mentéw. Pary funkeji jadrowych, oraz wiazace je momenty pozwalaja nogolni¢ klasyczne
transformaty Laplace’a i Borela do operatorow typu catkowego, okreslonych dla funkcji
holomorficznych na obszarze sektorialnym.

Kolejnym pojeciem jest m-transformata Laplace’a oraz Borela, definiowana na szere-
gach formalnych, oraz najwazniejsze pojecie- operator (odwracalny) m- rézniczkowania,

zadany na szeregach:
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powigzany z ciagiem momentow {m(n)}. Operator taki uogélnia klasyczny operator
rozniczkowania % zadany na szeregach formalnych. Dla funkcji o wykladniczym tem-
pie wzrostu przedstawione sa oszacowania dla takich operatoréw, oraz ich zlozeri. Ponadto
wykazany jest odpowiednik twierdzenia Schartza o przemiennosci moment-rézniczkowania.
Na co warto zwrdci¢ uwage, regularne funkcje momentéw pochodza z pracy [13], Au-
torki rozprawy i promotora. Metody dowodéw opieraja sie na oszacowaniach dla transfor-
mat catkowych funkeji holomorficznych i sprytuych podstawieniach. Dowody wiekszosci
wlasnosci pochodza ze zrédet juz klasyeznych [2] 1 [3], lecz analiza w obrebie klas regular-
nych momentow jest miedzy innymi wkladem doktorantki.

Przedstawiona analiza jest przejrzysta, konsckwentna i interesujaca a dowody sa pelne.

W rozdziale 3 oméwione zostalo kolejne kluczone pojecie - rzedu Gevreya - s - szeregu
formalnego. Nastepnie wprowadzone jest pojecie rozwiniecia asymptotycznego funkeji, po-
zwalajacego przybliza¢ funkcje przez pewien jednoznacznie wyrazony szereg, podobnie jak
przybliza sie¢ funkcje gladka w zerze przez jej szereg Talora, wykorzystujac reszty w po-
staci Peano. Pokazane jest, ze przypisanie funkeji holomorficznej w sektorze jej rozwiniecia
asymptotycznego jest homomorfizmem algebr. Jesli odpowiednik “N-tej reszty Taylora”
podzielony przez z=N:
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to mowimy, ze szereg f = Y nen fn2" jest rozwinigciem asymptotycznym Gevreya dla f
rzedu s. Szeregi formalne k- sumowalne to takie, ktére maja rozwiniecia asymtotyczne
rzedu 1/k w odpowiednim sektorze. Sumy takich szeregdéw mozna wyznaczy¢ jednoznacz-
nie przy pomocy wezesniej wprowadzonych transformat typu Borela i Laplace’a, co wynika
z Twierdzenia 3.2. Zrozumienie warunkéw zbieznosci jest tutaj kluczowe, gdyz operator m-
rozniczkowania byl dotad zadany tylko na szeregach formalnych. Skoro umiemy sumowaé
takie szeregi, dostajemy wariant m-tej pochodnej funkcji ze wzgledu na moment m, jako
sume szeregu Oy, . f, gdzie f jest rozwinieciem asymptotycznym f w szereg. Ponadto poka-
zane jest, ze przestrzen szeregéw formalnych k-sumowalnych jest zamknigta ze wzgledu na
dziatanie operatora m-rézniczkowania i odwrotnego, oraz wykazane zostaly oszacowania
dla moment-pochodnych i ich poteg.

W Stwierdzeniu 3.5 zauwazylam potrzebe korekty: zamiast 0,,.U = u powinno byé
é)nz.:F = f :

Wprowadzenie do klas Gevreya i dzialania operatoréw moment rézniczkowch w tych
klasach zostalo starannie przedstawione, zilustorowane i przeanalizowane.

Rozdzial 4 poswigcony jest rozwigzaniom réwnan liniowych moment-rézniczkowych,
ktoérych wspolezyniki zaleza wylacznic od zmiennej czasowej. Zastosowana zostata metoda
z pracy H. Tahara i H. Yamazawa z 2013 roku, lecz w przeciwienistwie do wymienionej, me-
toda jest zastosowana do réwnan moment-rézniczkowych i pochodzi z pracy [13], wlaczonej
do doktoratu.

Na poczatku wprowadzone jest pojecie diagramu Newtona, ktéry jest uwypukleniem
pewnego podzbioru w R?, zaleznego od wspélezynnikéw operatora moment-rézniczkowsgo.
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Bazujac na pracy [13], zdefiniowane jest pojecie normy holomorficznej funkcji f.

Tu mam uwage, skoro wzér (4.5) ma wyraza¢ norme, a liczba p nalezy do CV, po prawej
pominnismy widzie¢ |p®|, inaczej prawa strona w wyrazeniu nie musi by¢ liczba rzeczywista
dodatnia, wiec nie wyraza normy. Po poprawce argumenty zdaja sie by¢ prawidlowe. Po se-
rii lematéw szacujacych normy formalne funkcji holomorficznych, w rozdziale 4.3 rozwazane
sa operatory moment-rézniczkowe o wspolczynnikach zaleznych jedynie od zmiennej cza-
sowej i zagadnienie Cauchy’ego dla takich réwnan. Takie réwnanie moze by¢ sprowa-
dzone do pewnego uproszczonego zagadnienia z bardzo sprytnym wykorzystaniem trans-
format Borela. Jest wykazane, ze rzad Gevreya rozwiazania dla rownania uproszczonego
i wyjsciowego wzgledem czasu jest ten sam, co pozwala zredukowaé¢ rachunki dotyczace
regularnosci rozwiazania. Po serii zmudnych technicznie rachunkow rozdzial konczy sie
solidnym twierdzeniem o rzedzie Gevreya rozwiazania wyjsciowego problemu Cauchy’ego
wzgledem zmiennej czasowej.

Rozdzial 5 dotyczy analizy wlasnoSci rozwiazan réwnan moment rézniczkowych, gdzie
wspolezynniki operatoréw moga zaleze¢ nie tylko od zmiennej czasowej, lecz takze od
zmienne] zespolonej. Wlasnodci dotycza regularnosci rozwiazan w klasach Gevreya,
wzgledem zmiennej czasowej. Wynik inspirowany jest przez wczesniejsza prace gléwna
[2], oraz pracami P. Remy z 2016 i 2017 roku. Opiera si¢ on na pracy [22]. Zaczynajac od
wprowadzenia pomocniczo wykorzystanych potem norm Nagumo dla funkeji holomorficz-
nej, jej modyfikacji, przechodzac przez analize wlasnosci tych norm, w tym seri¢ lematow
wiazacych norme Nagumo z rzedem Gevreya rozwiniecia funkeji, rozdzial zokonczony jest
mocnym rezultatem: Twierdzeniem 5.1 o regularnosci rozwiazan dla takich zagadnien Cau-
chy’ego wzgledem czasu, gdzie regularnosé jest okreslona przez rzad Gevreya szeregu for-
malnego. Nie jest to automatyczne przeniesienie wynikéw z poprzedniego rozdzialu, gdyz
zalozenie dotyczace wspolezynnikow operatora jest obecnie duzo ogdlniejsze - rozwinigcia
wspétezynnikéw musza nalezeé do okreslonej klasy Gevreya wzgledem czasu. Dowéd wy-
maga bardzo zmudnych oszacowan dla szeregéw. Ciekawy jest komentarz konczacy roz-
dzial, dotyczacy koniecznosci przyjetego zalozenia o regularnosei wspolezynnikow.

Wynik uwazam na wazny i ciekawy, a takze uzupelia on wyniki z poprzedniego roz-
dzialu. Mam drobna uwage krytyczna, lematy powinny by¢ poprzedzone bardziej przej-
rzysta intuicyjnie interpretacja.

Rozdzial 6 koriczy od strony merytoryeznej rozwazania rozprawy. Analiza opiera si¢
na pracach [7] i [8] i uogdlnia wyniki dla operatoréw klasycznych z pracy pionierskiej
[2], oraz prace P. Remy’ego z 2017 roku. Na poczatek rozwazane jest proste roéwnanie
typu parabolicznego dla przypadku zmiennej z € C, gdzie wspélezynniki moga zaleze¢
jedynie od zmiennej z. Przy dodatkowym zalozeniu o logarytmicznej wypuklosci ciagu
momentéw powiazanych z rézniczkowaniem w kierunku z, zostala wykazana charakte-
ryzacja k-sumowalnosci rozwiazania formalnego zagadnienia. Stad wunioskuje sie takze
o analitycznodci rozwiazania. Kolejnym krokiem jest rownanie bardziej ogdlne, nadal z
operatorem ktérego wspélezynniki moga zaleze¢ jednynie od zmiennej z € C, ktérego
operatory skladowe zawieraja operatory mieszane moment rozniczkowe postaci 'd,;"; SO0
gdzie ¢.1 € N. Wykazana jest jednoznacznosé rozwigzan formalnych dla takiego zagad-
nienia, oraz Twierdzenie 6.2 - podajace warunek na k-sumowalnosé rozwigzania. Gownym
wynikiem rozdziatu jest Twierdzenie 6.3 orzekajace, ze warunek konieczny w Twierdzeniu



6.2 jest zarazem warunkiem dostatecznym. Jest to interesujace twierdzenie, wymagajace
dhugiego, trudnego technicznie dowodu.

Jedyna uwage krytyczna, ktéra moglabym tu zmiesci¢ jest brak informacji dotyczacej
motywacji do rozwazania tego typu rownan.

Rozdzial 7 ma charakter zamykajacy i uzupekliajacy. Ciekawe sa zamieszczone tam
wyniki dotyezace reguly Leibnitza dla operatoréw moment-rézniczkowych, w tym Stwier-
dzenie 7.1 bedace charakteryzacja. Przedstawionych jest kilka otwartych probleméw, w
sposob przekonujacy wskazujacych kierunki dalszych badan.

Rozdzial 8 zawiera informacje nzupehiajace, co ulatwia czytanie pracy.

Podsumownjac, stosowane narzedzia pracy wymagaja wiedzy z zakresu funkcji analitycz-
nych, znajmomosei transformat, ogromnego sprytu rachunkowego, oraz cierpliwosci i pra-
cowitoséci. Przedstawiona analiza jest obszerna i gleboka, wiele wynikéw to dowody pelne,
zakonezone warunkiem koniecznym i dostatecznym.

2.3 Dodatkowe informacje

W bazie Mathematical Reviews widoczne sa takze dwie inne prace poza doktoratem:

e A. Lastra, S. Michalik, M. Suwiniska, Estirnates of formal solutions for some genera-
lized moment partial differential equations, J. Math. Anal. Appl. 500 (2021), no. 1,
Paper No. 125094, 18 pp.,

e S. Michalik, M. Suwinska, Hyperasymptotic solutions for certain partial differential
equations, Formal and analytic solutions of diff. equations, 61 78, Springer Proc.
Math. Stat., 256, Springer, Cham, 2018.

co wskazuje na aktywno$é i regularng prace doktorantki.

3 Konkluzja

Biorac pod uwage dokonane osiagniecie, po przedstawieniu zaréwno pozytywnych jak i
negatywnych aspektow oceny, z pelnym przekonaniem stwierdzam, ze przedstawiona roz-
prawa doktorska w pelni spelnia wymagania zwyczajowe i ustawowe stawiane rozprawom
doktorskim i wnosze o dopuszezenie pani mgr. Marii Suwinskiej do dalszych etapéw prze-
wodu doktorskiego.

7 wyrazami szacunku,
A w@m%[w\

Agnieszka Kalamajska



