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RECENZJA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ MGRA HUBERTA GRZEBULY
“Funkcje poliharmoniczne na euklidesowych kulach obréconych”

Rozprawa doktorska Pana Grzebuly zostata napisana pod opiekg Pana dra hab. Stawomira
Michalika (UKSW). Tematyka rozprawy wyrasta z klasycznej analizy zespolonej i uog6lnien
operatora laplasjanu (funkcje poliharmoniczne). Kluczem do uzyskania wynikéw jest wyb6r
odpowiedniego typu obszaréw w C”, to jest obréconych kul euklidesowych. Takie obszary
umozliwiajg udowodnienie wielu analogéw wynikéw dla funkcji harmonicznych, jader repro-
dukujacych, przestrzeni Bergmana w przypadku poliharmonicznym.

Materiat rozprawy zostat oparty na opublikowanych artykutach:

(1) H. Grzebuta, S. Michalik A Dirichlet type problem for complex polyharmonic functions,
Acta Math. Hungar. 153 (2017), no. 1, 216-229.

(2) H. Grzebuta, S. Michalik Spherical polyharmonics and Poisson kernels for polyharmonic
Jfunctions, Complex Var. Elliptic Equ. 64 (2019), no. 3, 420-442.

(3) H. Grzebuta The polyharmonic Bergman space for the union of rotated unit balls, Com-
plex Anal. Oper. Theory 14 (2020), no. 1, Paper No. 15, 20 pp.

Powyzsze prace ukazaty si¢ w czasopismach o zasiggu §wiatowym, uznanych przez specjali-
stéw z analizy zespolonej. Dwie prace powstaly we wsp6tpracy z promotorem i jak wynika z
przestanych o$wiadczen wspétautorskich, Pan Grzebuta miat réwny - w przypadku pracy (2) -
lub przewazajacy - dla pracy (1), wktad w powstanie powyzszych artykutéw. We wspétczesnym
swiecie nauki jest to normalna proporcja, §wiadczaca dodatkowo o harmonijnej wspétpracy mig-
dzy doktorantem i promotorem.

Opis pracy

Rozprawa zostata napisana w jezyku polskim i ma 93 strony wliczajac 4 strony opisu oznaczen
oraz indeks. Bibliografia rozprawy liczy 29 pozycji. Praca podzielona jest na pigé rozdzialéw
plus uwagi koficowe, kazdy sktadajacy si¢ z podrozdzialéw adekwatnych do podziatu materiatu.

Podstawowym osiagnigciem rozprawy jest podkreslenie roli i uwypuklenie znaczenia ob-
szaréw obréconych kul w kontekscie funkcji poliharmonicznych. Pan Grzebuta wynikami roz-
prawy wskazuje, ze ten typ obszaréw dobrze koresponuje z naturg funkcji poliharmonicznych
w ujeciu zespolonym. Obserwacja ta jest réwniez posrednio wyrazona w uwagach koricowych
rozprawy (str. 84-85), gdzie Autor wskazuje na dalsze zagadnienia badawcze wyrastajace z
wynik6w rozprawy, np.: istnienie rozwigzan poliharmonicznego zagadnienia Dirichleta przy
dowolnych ciagtych danych na S‘,,, zasady maksimum oraz dalsze wyniki dla jadra Bergmana.
Spodziewam sig, ze doktorat Pana Grzebuly zostanie zauwazony przez specjalistéw, a gtéwny
Jjego watek podjety przez badaczy zajmujacych si¢ funkcjami poliharmonicznymi.

Przejdg teraz do bardziej szczegétowego opisu wynikéw rozprawy.



Wstep | wprowadzenie zawieraja streszczenie uzyskanych wynikéw oraz podstawowe defi-
nicje i wlasnoSci funkcji wykorzystywane w rozprawie wraz z dowodami kluczowych obserwa-
cji (rozwinigcie Almansiego, lemat 1.1 o analitycznym przedtuzaniu). Zabrakto za to opisu szer-
szego obrazu funkcji poliharmonicznych, ich znaczenia w teorii réwnan rézniczkowych czast-
kowych, w teorii funkcji i przeksztatcen, czy tez krétkiego rysu historycznego oraz motywacji
badan tej klasy funkcji.

Rozdziat drugi oparty jest o publikacje (1) i zawiera kluczowe dla rozprawy wyniki doty-
czace rozwigzania p-poliharmonicznego zagadnienia Dirichleta na obréconych kulach ((2.1) na
str. 23-24). Posta¢ rozwigzania udowodniono w twierdzeniu 2.1, ktérego sednem dowodu jest
redukcja zagadnienia do pomocniczych zagadnient Dirichleta dla funkcji harmonicznych. Jest
to mozliwe dzigki lematowi 2.1 oraz rozwinigciu Almansiego. Wynik zilustrowany jest przy-
ktadami 2.2 1 2.3 (dla p = 2) a przedstawione obliczenia w nietrywialny sposéb wykorzystuja
podstawowe techniki analizy zespolonej. Wnioski z gléwnego twierdzenia rozdziatu obejmuja:
reprezentacje rozwigzar na przesunigtych kulach (wniosek 2.1) oraz wtasnos¢ wartosci Sredniej
dla funkcji poliharmonicznej (wniosek 2.2). Ponadto, twierdzenie 2.1 wraz z transformatg Kel-
vina funkcji poliharmonicznej (lemat 2.2) pozwala udowodni¢ jednoznaczno$¢ oraz wzér dla
zewnetrznego zagadnienia Dirichleta, patrz (2.20) oraz wniosek 2.3 na str. 34-35. Do prezen-
tacji w rozdziale drugim wkradty si¢ drobne btedy typograficzne: w przyktadzie 2.1 réwnanie
rézniczkowe jest stopnia 4 a nie 2 jak napisano, w przyktadzie 2.3 na stronie 30 powinno by¢
x? 4 y? zamiast x; +y,, a na stronie 31 w liczniku drugiego wyrazenia dla residuum g pominigto
1 +i w koficowym obliczeniu (wzdr I pozostaje prawdziwy pokazujac, ze pominigty poprzed-
nio wyraz jest btedem typograficznym). Bledy te nie wptywaja na prawdziwos¢ wynikow.

W rozdziale trzecim opartym na pracy (2) uogélniono wyniki dla jednorodnych wielomia-
néw harmonicznych na przypadek p-poliharmoniczny. Pierwszym krokiem w tym kierunku jest
stwierdzenie 3.1, w ktérym udowodniono reprezentacje typu Almansiego dla poliharmonicz-
nych wielomianéw jednorodnych %, (C") stopnia m. Nastgpnie, wykorzystujac ten wynik, po-
kazano wlasnosci wielomianéw %) (C") analogiczne do znanych wiasnosci dla p = 1 (stwier-
dzenia 3.2-3.4). W rozdziale 3.2 zdefiniowano poliharmoniki sferyczne stopnia m rzgdu p (defi-
nicja 3.1), ktére wykorzystano do pokazania twierdzenia 3.1 o rozktadzie ortogonalnym LZ(S'p).
Dowéd tego wyniku polega na pokazaniu warunkéw i)-iii) w definicji 3.2, co z kolei redukuje
sig do uwagi 3.3 oraz stwierdzef 3.5 i 3.6. Podrozdziat 3.3 zawiera definicjg¢ i dyskusje poli-
harmonik strefowych (definicja 3.3), bedacych uogdlnieniem harmonik strefowych. Podobnie
jak poprzednim podrozdziale, tak i w tym przyjeto dobrg stategi¢ prezentacji wynikéw poprzez
sformutowanie wpierw znanych wynikéw dla przypadku harmonicznego p = 1 (Iemat 3.5) a na-
stepnie dyskusje uogélnien dla p # 1 (stwierdzenia 3.7 i 3.8). Twierdzenie 3.2 ilustruje wazng
wtasno$¢ poliharmonik strefowych: sg kombinacjami p — 1 harmonik strefowych o wspétczyn-
nikach zaleznych od iloczynéw modutéw zmiennych w odpowiednich potegach. Jest to kolejny
techniczny i uzyteczny wynik rozprawy pokazujacy redukcj¢ zagadanienia poliharmonicznego
do odpowiedniego zagadanienia harmonicznego. W mojej ocenie rozdziat 3.3 zyskatby jeszcze
na poglebionym opisie motywacji dla badania poliharmonik strefowych (sg wykorzystywane
na przyktad w kolejnych rozdziatach rozprawy). Ciekawe wyniki rozprawy zaprezentowano w
podrozdziale 3.4: stwierdzenia 3.9-3.10 oraz twierdzenie 3.4 podaja posta¢ poliharmonicznego
jadra Poissona a stwierdzenie 3.11 pokazuje jego wilasnosci. Dzigki temu mozliwe jest wyra-
zenia poliharmonicznego zagadnienia Dirichleta w jezyku jadra Poissona (twierdzenie 3.5), jak
réwniez wynik z teorii potencjatu (stwierdzenie 3.12) orzekajacy, ze cigg funkcji poliharmonicz-
nych zbiega lokalnie jednostajnie do funkcji poliharmonicznej (na l§p). Rozdziat trzeci konczy
dyskusja jawnych wzoréw na poliharmoniki strefowe. W tym celu Pan Grzebuta wykorzystuje
wielomiany Gegenbauera (stwierdzenie 3.14 i twierdzenie 3.6) oraz wielomiany Legendre’a (de-



finicja 3.7). Tym samym faczy badania nad poliharmonikami z wazng klasg réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych. Rozdziat trzeci zawiera duzo ciekawych oraz istotnych wynikéw a dowody
twierdzen (szczegélnie w podrozdziale 3.2) s ztozone i wykorzystuja narzgdzia réwniez spoza
analizy zespolone;j.

Celem rozdziatu czwartego opartego na pracy (3) jest zdefiniowanie i zbadanie podstawo-
wych wlasnosci przestrzeni poliharmonicznych Bergmana na B » dla miary Lebesgue oraz miary
wazonej z waga zalezng od odlegtosci od brzegu kuli B. Centralne wyniki rozdziatu dotycza ist-
nienia i reprezentacji jadra poliharmonicznego dla funkcji z przestrzeni Bergmana (twierdzenia
4.1-4.3) oraz jego podstawowych wlasnosci (stwierdzenie 4.3). Dowody wynikéw wykorzystuja
miedzy innymi poliharmoniki strefowe oraz gesto$¢ wielomianéw poliharmonicznych w bada-
nej przestrzeni Bergmana (stwierdzenie 4.6). Zwraca uwage twierdzenie 4.3 oraz wzér (4.7) na
str. 70 przedstawiajacy poliharmoniczne jadro Poissona jako wyrazenie zalezne od harmonicz-
nego jadra Bergmana oraz harmonicznego jadra Poissona. Jest to dobry punkt wyjscia do dal-
szych badari nad zwigzkami p-przestrzeni Bergmana z klasycznymi przestrzeniami Bergmana
dla p = 1. Analogi wynikéw z podrozdziatu 4.2 dla wazonych przestrzeni pokazano w stwier-
dzeniach 4.7-4.11. Wzory explicite wazonych jader Bergmana wyprowadzone sg twierdzeniach
4.4-4.6 1 wykorzystujg funkcje gamma oraz wielomiany poliharmoniczne. Nie przedstawiono
ani nie skomentowano mozliwych zastosowan tych wzoréw do badania wtasnosci wazonych
przestrzeni Bergmana.

Rozdzial piaty rozprawy, powstaly w oparciu o prace (2), zawiera dyskusj¢ zwiazkéw
migdzy funkcjami poliharmonicznymi a funkcjami holomorficznymi na kuli Liego. Znacze-
nie tego zbioru wynika z faktu, ze kula Liego jest (poli)harmoniczng otoczka kuli euklideso-
wej. Kluczowe wyniki tego rozdziatu to stwierdzenie 5.2 o niemal jednostajnej zbieznosci p-
poliharmonicznego jadra Poissona do jadra Cauchy-Hua na zbiorze LD (patrz uwaga 5.3, str. 80)
oraz twierdzenie 5.1 o aproksymacji funkcji holomorficznych na kuli Liego (ciagtych na jej do-
mknigciu) przez funkcje p-poliharmoniczne na l?p przy p — oo. Wynika stad ciekawa whasnosé
wartosci Sredniej dla funkcji analitycznych wzgledem sfery Liego (wniosek 5.1).

Uwagi redakcyjne i jezykowe

Praca jest dobrze zredagowana. Drobne bfedy typograficzne wspomniane powyzej nie maja
wpltywu na prawdziwos¢ wynikéw.

Podsumowanie

Calo$¢ rozprawy oceniam pozytywnie. Wyniki w niej zaprezentowane wymagajg dobrego zro-
zumienia postawionych probleméw badawczych oraz stosownych umiejgtnosci technicznych w
zakresie analizy zespolonej. Uwazam, Ze rozprawa Pana mgra Huberta Grzebuly spehnia
ustawowe, a takze zwyczajowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim. Wnosze o
przyjecie rozprawy i dopuszczenie jej Autora do dalszych etapéw postgpowania doktor-
skiego.
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